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MEINEN LIEBEN ELTERN 


IN DANKBARKEIT GEWIDMET! 


Im 15. Vortrage der . „Geometrie der Lage“ 
(Abt. III, 3. Aufl.) von Herrn Prof. ReyE wird der 
allgemeine Z' Bündel behandelt. Mit Hülfe des Ge- 
setzes der Reeiprocität ergeben sich daraus leicht 
die Sätze über die allgemeine ®! Schaarschaar. 
Letztere ist eine specielle, wenn einzelne ihrer 
Flächen sich auf. Punctepaare oder auf zweifache 
Punete reducieren, oder wenn ihre Flächen von 
allen Ebenen eines Ebenenbüschels erster, zweiter 
oder dritter Ordnung berührt werden u. f. 

Bei der in vorliegender Arbeit behandelten 
Schaarschaar, worauf mich Herr Prof. REYE auf- 
merksam machte, redueiert sich von den drei die 
Schaarschaar bestimmenden Flächen zweiter Ulasse 
die eine auf einen zweifachen Punct, eine zweite 
auf den unendlich fernen Kugelkreis, während die 
dritte eine beliebige Fläche zweiter Classe ist. 

Der erste Teil dieser Arbeit beschäftigt sich 
mit der Untersuchung dieser so definierten speciellen 
Schaarschaar. Diese ist von besonderem Interesse, 
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weil sie confocale Flächen zweiten Grades und con- 
centrische Kugeln enthält. 


Der zweite Teil der Abhandlung bringt ver- 
schiedene Sätze, die sich mittelst unserer Schaar- 
schaar ableiten lassen, desgleichen der Schluss, wo 
wir dem zweifachen Puncte noch eine specielle Lage 
erteilen. 


Manche bekannten Sätze konnten mit Hülfe 
dieser Schaarschaar bewiesen werden; sie zeigen, 
wie interessant und fruchtbar die Betrachtungen 
derartiger specieller Flächensysteme sind. 

Herr DArBoux hat in seinem Buche „Sur les 
theoremes d’lvory relatifs aux surfaces homofocales 
du second degre“ (Paris 1872, S$ 1 und 2) die wich- 
tigeren unter den »Mätzen, welche in $ 9 dieser 
Arbeit bewiesen werden, teils ohne Beweis auf- 
gestellt, teils analytisch bewiesen. 


Es sei mir noch gestattet, meinem hochverehrten 
Lehrer, Herrn Professor REYE, für vielfache An’ 
regung zu geometrischen Studien und speciell für 
mehrfach bei dieser Arbeit erteilten Rat meinen 
wärmsten Dank auszusprechen. 
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Sätze über die allgemeine ®°Schaarschaar. 


Im folgenden stellen wir diejenigen Sätze über 
Schaaren und Schaarschaaren von Flächen zweiter 
Classe zusammen, deren Bekanntschaft wir voraussetzen; 
wir entlehnen sie der „Geometrie der Lage“ von Herrn 
Professor REYE und zwar dem 15. Vortrage (Aufl. 3, 
Bd. III)*, welcher die reciproken Sätze über F? Bündel 
enthält. 

Drei beliebige Flächen zweiter Olasse, die nicht in 
einer Schaar liegen, bestimmen eine ®°Schaarschaar. 
Zwei von diesen gegebenen Flächen bestimmen eine 
Schaar, und die dritte liegt mit jeder Fläche dieser ersten 
Schaar in einer neuen Schaar. 

Die Gesamtheit der oo?Flächen zweiter Classe 
dieser neuen Schaaren heisst Schaarschaar. 

Die Pole von zwei beliebigen Ebenen &« und B 
bezüglich der Flächen einer ®? Schaarschaar bilden zwei 
collineare ebene Felder, deren Ebenen « und ß’ also 
den resp. Ebenen &« und B conjugiert sind bezüglich 
der Schaarschaar. Die Schaarschaar ist auf die Ebene « 
projectiv bezogen; denn jeder ihrer Flächen entspricht 


* Die folgenden Citate dieses Buches beziehen sich auf die 
3. Auflage. 
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in dieser Ebene « ein Punct, welcher hinsichtlich 
dieser ®® der Pol von «& ıst. Jeder Punctreihe in « 
entspricht eine ®?Schaar der Schaarschaar. Die Schaar- 
schaar enthält also ©o0?®? Schaaren, was wir besonders 
hervorheben wollen. Da zwei dieser Punctreihen in «’ 
einen Punct gemeinsam haben, so folgt daraus der Satz: 


„Zwei beliebige Schaaren der P°Schaarschaar haben 
eine Fläche gemeinsam.“ 


Diese Fläche kann imaginär sein, ist aber auch in 
diesem Falle die Ordnungsfläche eines reellen Polar- 
systems. — Mit Hülfe dieses Satzes hebt sich auch der 
scheinbare Widerspruch, dass die Schaarschaar trotz 
ihrer ©0? ®? Schaaren nur doppelt unendlich viele Flächen 
zählt. Jede Fläche tritt bei der Zählung der Flächen 
aller dieser Schaaren oo!fach auf, da sie in oo! Schaaren 
enthalten ist. Die Anzahl der Flächen der Schaarschaar 
ist also ©0?, wie vorhin. 


„Bezüglich einer ®? Schaarschaar sind den Ebenen 
einer beliebigen Geraden % oder eines Punctes P die 
Ebenen eines cubischen Ebenenbüschels resp. einer 
Fläche dritter Classe ®® conjugiert. Die reciproken Po- 
laren der Geraden k bezüglich der Flächen der Schaar- 

 schaar bilden die Axen des cubischen Ebenenbüschels. 
Die Polarebenen des Punctes P bezüglich dieser Flächen 
umhüllen jene Fläche ®?, wie sich leicht aus deren 
Erzeugung ergiebt.‘“ 

„Die Flächen einer ®?Schaarschaar, welche eine 
beliebige Ebene berühren, bilden eine Schaar. Durch 
zwei beliebige Berührungsebenen ist i. A. eine Fläche 
der Schaarschaar bestimmt.“ 

„Eine Fläche zweiter Ulasse, die mit zwei anderen 
in einer ®? Schaar liegt, berührt alle gemeinschaftlichen 
Tangentialebenen dieser beiden Flächen.‘ Ferner: 


Wenn eine Ebene drei beliebige Flächen der Schaar- 
schaar berührt, so ist sie sich selbst conjugiert bezüglich 
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der Schaarschaar, und wird demnach von sämtlichen 
oo? Flächen der Schaarschaar berührt. Daraus folgt: 


„Alle Flächen zweiter Classe, die sieben gegebene 
Ebenen berühren, bilden eine ®? Schaarschaar.“ 


Es sei hier gleich bemerkt, dass im Falle der von 
uns zu untersuchenden Schaarschaar diese gemeinsamen 
Tangentialebenen imaginär sind. 
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Herleitung der speciellen Schaarschaar. Ort der Pole 
einer Ebene « bezüglich ihrer Flächen. 


Betrachten wir nunmehr die specielle Schaarschaar, 
welche durch folgende Angaben bestimmt. ist. Gegeben 
sind eine beliebige Fläche zweiter Classe ®?, eine Kugel 
mit dem Oentrum CO und der unendlich ferne Kugelkreis, 
‚den wir als singuläre Fläche zweiter Ulasse betrachten. 
— Unter dem unendlich fernen Kugelkreise verstehen 
wir die imaginäre. Ordnungscurve des polaren Feldes, 
in welchem die unendlich ferne Ebene einen recht- 
winkligen polaren Bündel schneidet. (REYE, G. d. L., 
Teil II, Seite 126.) 


Durch diese drei Flächen wird dann eine ®! Schaar- 
schaar festgelegt. Der Kugelkreis bestimmt mit der 
angenommenen Fläche ®? eine Schaar confocaler Flächen 
der Schaarschaar, mit der gegebenen Kugel aber eine 
Schaar concentrischer Kugeln. Die Schaarschaar aber 
enthält erstens die oo! Schaaren, welche die Kugel mit 
je einer mit ®? confocalen Fläche zweiter Ulasse ver- 
binden ; zweitens die o0!Schaaren, welche je eine der 
concentrischen Kugeln mit der Fläche ®? verbinden, 
endlich alle Flächen, die mit irgend einer ihrer Flächen 
confocal sind. Insgesamt erhalten wir oo!Schaaren 
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confocaler Flächen, und diese Schaaren enthalten zu- 
sammen alle Flächen der Schaarschaar. 


Sei nun « eine beliebige Ebene, dann liegen die Pole 
dieser Ebene bezüglich einer dieser o0!Schaaren con- 
focaler Flächen in einer Geraden a, die zu « normal 
steht (REYE, Geom. d. L., Bd. II, Seite 153); beschreibt 
nun diese confocale Schaar die Schaarschaar, so be- 
schreibt der Normalstrahl a eine zu « senkrecht stehende 
Ebene. Das giebt den Satz: 


„Die Pole einer beliebigen Ebene & bezüglich der 
oo? Flächen dieser Schaarschaar liegen in einer 
Ebene «, welche zu der Ebene « normal und con- 
jugiert ist. Die Ebene « geht durch den Mittel- 
punct C der concentrischen Kugeln.“ 


Zu demselben Resultate gelangen wir auch, wenn 
wir bezüglich der drei gegebenen Flächen die Pole der 
Ebene & suchen. Denn der Pol von «& bezüglich des 
Kugelkreises liegt unendlich fern in der zu « normalen 
Richtung. 

Die Ebene « wird von einer Fläche der obigen con-. 
focalen Schaar im Puncte ax berührt; demnach ergiebt 
sich : | 

„Die Ebene « wird in den Puncten der Geraden &«’ 
von einfach unendlich vielen Flächen der Schaar- 
schaar berührt. Diese Flächen bilden eine ®®Schaar.“ 


Legen wir nun durch das Kugelcentrum C eine 
Ebene «&, so hat diese bezüglich der concentrischen 
Kugeln der Schaarschaar einen Pol Ro, der unendlich 
fern liegt in der Richtung der Normalen zu «. Dieser 
Punct Foo ist zugleich Pol der Ebene «& hinsichtlich 
des unendlich fernen Kugelkreises; bezüglich der ange- 
nommenen Fläche ®? hat die Ebene « einen Pol P£. 
In diesem Falle liegen also die Pole der Ebene «& in 
einer dureh P gehenden zu « normalen (reraden. Mithin: 


„Für eine beliebige Ebene « des Bündels C ist 


A ea 


der Ort ihrer Pole bezüglich der oo?Flächen der 
Schaarschaar eine Gerade, die senkrecht steht auf «.“ 


Diese Gerade enthält demnach die doppelt unendlich 
vielen Pole der gegebenen Ebene «, d. h. jeder Punct 
der (reraden ist Pol von & für oo!Flächen der Schaar- 
schaar. Die Polarebene y des Punctes U bezüglich einer 
beliebigen Fläche der Schaarschaar ist reciprok bezogen 
auf den Bündel €; für jede Ebene dieses Bündels erhält 
man den Ort der Pole, indem man auf sie von ihrem 
entsprechenden Pole in y das Lot fällt. Im Fusspuncte 
dieses Liotes wird die Ebene von einfach unendlich vielen 
Flächen der Schaarschaar berührt. 


Für eine beliebige Durchmesserebene der gegebenen 
Fläche ®? erhalten wir den Ort der Pole, wenn wir auf 
sie vom Puncte (U das Lot fällen und durch diese Senk- 
rechte eine Ebene parallel zu dem der Durchmesser- 
ebene conjugierten Durchmesser legen. 

(teht die Ebene & durch den Mittelpunct der Fläche 
®? und durch den Punct €, so wird der Ort der Pole 
eine unendlich ferne Gerade. Diese liegt in den zu « 
normalen Ebenen, die dem zu & conjugierten Durch- 
messer von ®? parallel sind. 

Rückt schliesslich die Ebene & ins Unendliche, so 
ist der Mittelpunct jeder Fläche der Schaarschaar ihr 
Pol bezüglich der Fläche und ihrer confocalen Flächen. 
Daraus folgt: 

„Die Mittelpuncte der sämmtlichen ©o?Flächen ®? 
unserer Schaarschaar liegen in einer durch © gehenden 
(reraden.“ 


Die der Schaarschaar angehörigen singulären Flächen. 


Jeder Ebene & durch den Punet C ist bezüglich der 
Schaarschaar (d. h. bezüglich aller ihrer oo? Flächen ®?) 
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eine zu ihr normale Gerade a conjugiert ($ 2). Daraus 
folgt nun: | 


„Jeder Ebene & durch CU ist eine zu ihr normale 
Ebene @, des Punctes U conjugiert bezüglich aller 
Flächen ®? der Schaarschaar und also auch bezüglich 
aller ihnen von C aus umschriebenen Kegel zweiter 
Ordnung.“ | 


Zwei zu einander normale Fbenen des Punctes CO 
sind demnach conjugiert bezüglich aller dieser concen- 
trischen Tangentialkegel, sobald sie in Bezug auf einen 
von ihnen conjugiert sind. Die Focalaxen eines beliebigen 
dieser Kegel sind folglich (als die Axen je eines recht- 
winkligen Büschels conjugierter Ebenen) gemeinsame 
Focalaxen auch der übrigen Kegel‘ (cf. REyE, G. d. L., 
“Duos Seite 2192), Kurz: 


„Die von Ü aus den co? Flächen der Schaarschaar 
umschriebenen Kegel haben dieselben zwei Focalaxen, 
‘sind also confocal. Den oo? Flächen ® ? unserer Schaar- 
schaar können aus dem Puncte © nicht zweifach, 
sondern nur einfach unendlich viele Kegel umschrieben 
werden; denn die Kegel sind confocal.“ 


Diese confocalen Kegel sind mit denen identisch, die 
einer Schaar confocaler Flächen der Schaarschaar aus 
dem Puncte CU umschrieben werden können; durch jede 
Focalcurve der Schaar geht einer der Kegel. 


Eine beliebige Ebene des Punctes ( berührt einen 
dieser Kegel, aber oo! Flächen der Schaarschaar; sie 
berührt (Seite 11) diese oo! Flächen in dem Puncte, in 
welchem sie ihren conjugierten Normalstrahl schneidet. 
Daraus folgt aber: 


„Jeder der confocalen Kegel berührt oo! Flächen 
der Schaarschaar längs einer und derselben Curve 
zweiter Ordnung. Diese Flächen sind einander längs 


der Uurve eingeschrieben und bilden eine specielle 
®! Schaar.“ 
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Die Berührungscurve eines solchen Kegels können 
wir als singuläre Flächen zweiter Ulasse betrachten, 
deren eine Hauptaxe gleich Null ist; sie gehört zu den 
Flächen der ®? Schaar, welche durch sie und den Punct €, 
den wir als verschwindend kleine Kugel auffassen, be- 
stimmt ist. Diese singulären Flächen sind nun die Focal- 
curven der Schaaren confocaler Flächen unserer Schaar- 
schaar; ihre Ebenen sind Symmetrieebenen von je einer 
dieser Schaaren. Die ®: Schaar, welche eine Kugel U mit 
einer beliebigen Fläche der Schaarschaar bestimmt, ent- 
hält oo! Flächen, und diese haben zusammen oo! Focal- 
curven. Aus dem Puncte Ü werden diese oo! Focalcurven 
oder die singulären Flächen der Schaarschaar durch con- 
focale Kegel projiciert. Die singuläre Fläche ist in diesem 
Falle zugleich die Berührungslinie des sie projicierenden 
Kegels. 

Der Ort der Pole für die Ebene einer dieser singulären 
Flächen ist das von (Ü auf sie gefällte Lot. Die Kugel- 
schaar wird von der Ebene in concentrischen Kreisen 
geschnitten; verbinden wir den Punct © mit dem Mittel- 
puncte M dieser Kreise, so ist ÜM der gesuchte Ort der 
Pole dieser Ebene. Welches ist nun der Ort der Ebenen 
dieser singulären Flächen resp. der Flächen selbst ? 
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Ort der Ebenen der singulären Flächen der Schaarschaar. 
Die Fläche, auf welcher ihre Focalcurven liegen. 


Um die obige Frage zu beantworten, legen wir durch 
den Punct C drei beliebige Ebenen und construieren den 
Ort der Pole für jede dieser Ebenen bezüglich aller 
Flächen einer beliebigen in der Schaarschaar enthaltenen 
©: Schaar. Wir erhalten auf diese Weise drei Punctreihen, 
die projectiv auf einander bezogen sind. Diese drei Punct- 
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reihen erzeugen aber einen cubischen Ebenenbüschel, 
den Ort der Polarebenen von Ü bezüglich der Flächen 
zunächst der ®?Schaar, dann aber auch der Schaar- 
schaar. 

Den Punct Ü nun fassen wir, wie schon früher, auf 
als eine verschwindend kleine Kugel oder als Fläche 
zweiter ÖOlasse, die sich auf einen zweifachen Punct 
reduciert hat. Jede Ebene, welche ihn enthält, ist somit 
Träger einer singulären Fläche der Schaarschaar. 


Wir erhalten also den Satz: 


„Die Ebenen der singulären Flächen der Schaar- 
schaar bilden den Ebenenbündel CU und einen eubischen 
Ebenenbüschel; sie sind die Symmetrieebenen der 
übrigen Flächen der Schaarschaar (Seite 13). Die Fo- 
calcurven dieser Flächen liegen in den Ebenen des 
cubischen Büschels.* 


Der cubische Ebenenbüschel schmiegt sich einer räum- 
lichen Parabel an. Denn die drei erzeugenden Punct- 
reihen sind projectiv ähnlich, da sich die unendlich 
fernen Puncte derselben als Pole der drei Ebenen be- 
züglich des unendlich fernen Kugelkreises entsprechen. 
Die unendlich ferne Ebene gehört daher dem Büschel an. 


„Es giebt mithin im ganzen zweifach unendlich 
viele Ebenen, deren Pole bezüglich der Schaarschaar 
auf je einer zu ihnen resp. normalen Geraden liegen. 
Jeder dieser Ebenen sind bezüglich der Schaarschaar 
sämtliche Ebenen ihres conjugierten Normalstrahles 
conjugiert.“ | 

Die Focaleurven unserer Schaarschaar liegen auf einer 
Fläche 7 von der fünften Ordnung. Denn sei y eine 
beliebige Ebene des cubischen Ebenenbüschels oder 
die Polarebene von Ü bezüglich einer Fläche ®? der 
Schaarschaar, so liegt die Schnitteurve von y und ®? 
auf der Fläche 7, weil sie (nach Seite 13) die Focal- 
curve gewisser oo! confocaler Flächen der Schaarschaar 
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ist. Ist P ein weiterer Punct, den 7 mit y gemeinsam 
hat, so gehen durch / drei zu ®? confocale Flächen. 
Da nun P ein Punct von T ist, so muss eine der Tan- 
gentialebenen dieser Flächen im Puncte P durch € 
gehen (vergl. Seite 12). Das auf dieser Ebene in P er- 
richtete Lot ist der Ebene conjugiert in Bezug auf ®? 
und ist eine Axe der Fläche ®?. (ReyE a. a.0. Il, S. 139.) 
Diese Axe geht auch durch den Pol der Ebene bezüglich 
der Fläche ®2. Da dieser aber in y liegt, so fällt die 
Axe in die Ebene y. P ist ihr Fusspunet und ein Punct 
von T. Nun bilden die Fusspuncte der in y liegenden 
Axen eine Ourve dritter Ordnung. (REYE a. a.0.I, 
Seite 163.) Folglich besteht der Schnitt der Ebene y 
mit der gesuchten Fläche 7 aus einer Ourve zweiter 
und aus einer dritter Ordnung. Der Ort der Focalcurven 
ist also eine Fläche fünfter Ordnung. 
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Orte der Geraden, welche den Ebenen der singulären 
Flächen conjugiert sind. 


Zu diesem Orte gehören die Lote, die wir von C aus 
auf die Ebenen des cubischen Ebenenbüschels fällen. 
(Seite 14.) Diese Lote bilden einen Kegel zweiter Ordnung. 
Denn da jede Ebene des cubischen Büschels und ins- 
besondere die unendlich ferne Ebene von den übrigen 
in Geraden geschnitten wird, die einen Kegelschnitt 
umhüllen, so bilden die Ebenen, die zu den Ebenen des 
Büschels parallel durch D gehen, einen Ebenenbüschel 
zweiter Ordnung; errichten wir nun im Puncte C auf 
jeder dieser Ebenen das Lot, so bilden diese Geraden 
einen Kegel zweiter Ordnung. 


Von einer Ebene des Punctes € erhalten wir den 
conjugierten Normalstrahl, den Ort ihrer Pole, wenn wir 
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auf sie das Lot fällen aus ihrem Pol bezüglich einer 
Fläche der Schaarschaar; dieser Pol aber beschreibt, 
wenn die Ebene um © sich dreht, die Polarebene von 
Ü bezüglich der Fläche. Zwei Polarebenen von © hin- 
sichtlich zweier beliebigen Flächen der Schaarschaar sind 
collinear, da jede reciprok bezogen ist auf den Bündel 
©. Diese beiden collinearen Felder aber erzeugen eine 
Srahlencongruenz erster Classe und dritter Ordnung, 
ausserdem aber einen cubischen Ebenenbüschel (REv, 
G. d. L., I, Seite 202), dessen Axen diese ÜCongruenz 
bilden und dem die beiden Polarebenen von U ange- 
hören; also: 

„Die conjugierten Normalgeraden der 00°? Ebenen, 
in denen singuläre Flächen der Schaarschaar liegen, 
bilden einen Kegel zweiter Ordnung mit dem Centrum 
Ü und die Axencongruenz eines cubischen Ebenen- 
büschels; dieser cubische Büschel besteht aus den 
Polarebenen des Punctes © bezüglich der Flächen der 
Schaarschaar, und jener Kegel besteht aus Normalen 
derselben Polarebenen.“ 


56. 
Ort der Polarebenen eines Punctes bezüglich der Flächen 
der Schaarschaar. 


Gegeben sei ein beliebiger Punct ? und gesucht der 
Ort seiner Polarebenen. Im allgemeinen ist der Ort 
eine Fläche dritter Classe ®®, das Erzeugnis von drei 
collinearen ebenen Feldern (vergl. S 1). Die Tangential- 
ebenen dieser Fläche ®? sind zugleich je einer Ebene 
des Punctes P conjugiert bezüglich der Schaarschaar. 
Ist aber die Schaarschaar unsere specielle, so muss die 
Fläche ®? zerfallen. Denn einer beliebigen Ebene der 
Geraden PO sind alle Ebenen ihrer conjugierten Nor- 
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malgeraden (des Ortes ihrer Pole) conjugiert, und wenn 
die Ebene um PC sich dreht, so beschreibt ihre conju- 
gierte Normalgerade ein hyperbolisches Paraboloid, und 
zwar dessen eine Regelschaar. Dieses Paraboloid muss 
folglich zu der gesuchten Fläche gehören, deren Tan- 
gentialebenen den Ebenen des Punctes P conjugiert 
sind. Einer beliebigen Ebene des Punctes P nun ist 
eine durch (C gehende Ebene conjugiert ($ 2), deren 
conjugierten Normalstrahl sie enthält. Alle Ebenen des 
Punetes € gehören folglich zu dem gesuchten Orte. 
Ferner umhüllen die Ebenen des cubischen Ebenen- 
büschels, welcher den Ort der singulären Flächen der 
Schaarschaar darstellt, die gesuchte Fläche, und zwar 
gehen sie durch je eine Gerade der obigen parabolischen 
Regelschaar. Denn den Punct ? können wir mit den 
diesen Ebenen conjugierten Normalgeraden, die nach 
S 5 einen Kegel zweiter Ordnung bilden, verbinden. 
Wir schliessen mithin: Die Fläche ®? zerfällt in den 
Punct €’ und eine Regelfläche zweiter Classe. Also: 


„Die Polarebenen eines beliebigen Punctes P bezüg- 
lich der Flächen der Schaarschaar umhüllen ein hy- 
perbolisches Paraboloid. Die Ebenen des Punctes € 
sind je einer Ebene von P conjugiert hinsichtlich der 
Schaarschaar.“ 


Jedem Puncte ? ist hiernach bezüglich der Schaarschaar 
ein hyperbolisches Paraboloid zugewiesen. 
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Ort der Ebenen, welche den Ebenen einer Geraden / 
bezüglich der Schaarschaar conjugiert sind. 
Sei / eine beliebige Gerade des Raumes, so sind den 


Ebenen von /! bezüglich einer ®?Schaar i. A. die Strahlen 
einer zu 2 projectiven Regelschaar. zugeordnet. (REYE, 
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G.d. L., Band Ill, Seite 28.) Die Polaren von / bezüg- 
lich der Flächen der Schaar sind Leitstrahlen der Regel- 
schaar. Wir wollen nun das Hyperboloid, welches diese 
zwei Regelschaaren enthält, der Geraden 7 hinsichtlich 
der ®®Schaar zuordnen. 

Bezüglich der Flächen einer beliebigen Schaarschaar 
sind den Ebenen von / i. A. die Ebenen eines cubischen 
Ebenenbüschels conjugiert, der erzeugt wird durch zwei 
collineare Felder (vergl. $ 1); ın diesen Feldern ent- 
sprechen sich die Geraden, welche zwei beliebigen Ebenen 
von 2 bezüglich je einer ®?Schaar der Schaarschaar 
conjugiert sind, und die Pole der beiden Ebenen bezüglich 
je einer Fläche der Schaarschaar. Unendlich viele dieser 
homologen (reraden treffen sich, ihre Verbindungsebenen 
erzeugen den cubischen Ebenenbüschel. In unserem Falle 
aber sind der Ebene, die den Punct € mit 2 verbindet, 
die Ebenen eines Büschels erster Ordnung conjugiert, 
dessen Axe senkrecht steht auf der Ebene /C. Die 
beiden collinearen Felder müssen deshalb einen Punct 
entsprechend gemein haben. (REYE, G.d. L., I, S. 191.) 
Das ist aber der Punct C, der Pol der beiden Ebenen 
bezüglich der verschwindend kleinen Kugel der Schaar- 
schaar. Homologe durch © gehende Punctreihen der 
beiden Felder sind alsdann perspectiv. Der Geraden / 
. ist bezüglich jeder ®?Schaar, welche die Punctkugel CO 
enthält, ein Hyperboloid zugeordnet, das in einen Strahlen- 
bündel erster Ordnung ausartet. Die Verbindungsebenen 
der homologen Punctreihen durch € erzeugen einen 
Ebenenbüschel zweiter Ordnung. Daraus folgt also: 

„Unter den 00° einer Geraden Z bezüglich sämt- 
licher ®? Schaaren zugeordneten Hyperboloiden be- 
finden sich oo! Strahlenbüschel erster Ordnung ; deren 
durch € gehende Ebenen bilden einen Ebenenbüschel 
zweiter Ordnung, den wir der Geraden 2 hinsichtlich 
der Schaarschaar zuordnen wollen.“ 


Es zerfällt also der cubische Ebenenbüschel, dessen 
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Ebenen bezüglich einer beliebigen Schaarschaar den 
Ebenen von Z conjugiert sind ($ 1), in diesen Büschel 
zweiter Ordnung und einen Büschel erster Ordnung, 
dessen Axe zu der Ebene /(C conjugiert und normal ist. 
Die der Geraden / bezüglich der einzelnen Schaaren 
unserer Schaarschaar zugeordneten Hyperboloide haben 
diesen Ebenenbüschel zweiter Ordnung gemeinsam. 
Beachten wir noch den Satz, dass der Ort der Polar- 
ebenen eines Punctes P bezüglich der Flächen einer 
beliebigen ®? Schaar ein cubischer Ebenenbüschel ist 
(REYE, G. d. L., Band III, Seite 29) — vorausgesetzt, 
dass P nicht in der Ebene einer singulären Fläche der 
Schaar liegt —, so lassen sich die vorhergehenden Unter- 
suchungen folgendermassen zusammenfassen: 

„Das einem beliebigen Puncte / des Raumes be- 
züglich unserer Schaarschaar zugeordnete hyper- 
bolische Paraboloid (S 6) wird stets von einem und 
demselben cubischen Ebenenbüschel umhüllt, dem 
Orte der Ebenen der singulären Flächen, ferner von 
co? cubischen Ebenenbüscheln, welche von den Polar- 
ebenen des Punctes P bezüglich jeder der 00? ®!- 
Schaaren gebildet werden. Die oo? Ebenenbüschel 
zweiter Ordnung, die wir den Geraden des Punctes P 
hinsichtlich der Schaarschaar zuweisen, haben das ge- 
meinsame Centrum (.* 


Die auf den Flächen der Schaarschaar liegenden Geraden. 


Durch zwei beliebige Berührungsebenen ist im all- 
gemeinen eine Fläche ®? der Schaarschaar bestimmt. 
($ 1.) Wenn nun diese beiden Ebenen bezüglich unserer 
Schaarschaar conjugiert sind, so sind sie auch conjugiert 
hinsichtlich der durch sie bestimmten Fläche ®?; sie 
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schneiden sich also in der Verbindungslinie ihrer Be- 
rührungspuncte, und diese Gerade liegt auf der Fläche ®2. 
Also: 
„Jede Schnittgerade zweier bezüglich unserer 
Schaarschaar conjugierten Ebenen liegt auf einer 
Fläche der Schaarschaar.“ 


Dieser Satz gilt auch umgekehrt. Sei g eine Gerade 
auf einer zur Schaarschaar gehörigen Fläche ®?, so gehen 
durch g zwei Tangentialebenen dieser ®2, welche bezüglich 
der Schaarschaar conjugiert sind. Denn, um sie zu er- 
halten, verbinden wir g mit dem Puncte €’ und errichten 
auf dieser Ebene eine die Gerade g enthaltende senk- 
rechte Ebene. Diese normalen Ebenen sind dann con- 
Jugiert bezüglich dieser ®® und somit bezüglich sämtlicher 
oo? Flächen der Schaarschaar. 


Durch einen beliebigen Punkt P gehen einfach un- 
endlich viele Flächen der Schaarschaar. Die Berührungs- 
ebenen, die wir in P? an diese Fläche legen, umhüllen 
einen Kegel zweiter Ordnung. Jede dieser Ebenen ist 
nämlich bezüglich einer dieser Flächen die Polarebene 
des Punctes P und berührt das zu P gehörige hyper- 
bolische Paraboloid ($ 6). 


Zu jeder Ebene dieses Ebenenbüschels zweiter Ord- 
nung ist eine Ebene hinsichtlich der Schaarschaar con- 
jugiert und normal; diese Ebenen bilden einen Ebenen- 
büschel erster Ordnung, dessen Axe die Gerade PC ist. 
Die beiden Ebenenbüschel sind projeetiv und erzeugen 
einen Kegel dritter Ordnung. (REYE, G. d. L., Bd. I, 
Seite 133.) Die Axe PC ist Doppellinie dieses Kegels. 
Denn zwei Ebenen des Ebenenbüschels zweiter Ordnung 
gehen durch den Punct C und werden von ihren 
zugeordneten conjugierten Ebenen in der Geraden PC 
geschnitten. Daraus folgt also: 


„Die Geraden aller Flächen unserer Schaarschaar 
bilden einen Strahlencomplex dritten Grades.“ 
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Auch die Tangenten der singulären Flächen der 
Schaarschaar sind Strahlen des Complexes, die Oomplex- 
curve zerfällt für die. Ebene einer singulären Fläche in 
eine Curve zweiter Olasse und einen Strahlenbüschel 
erster Ordnung; dessen Mittelpunct ist der Schnittpunct 
der singulären Ebene mit ihrem conjugierten Normal- 
strahle. Für jede Ebene durch den Punct (C artet die 
Complexcurve aus in einen Strahlenbüschel erster Ord- 
nung und den doppelt zu zählenden Büschel C. Die 
durch, € gehenden Strahlen sind Doppelstrahlen dieses 
Oomplexes dritten Grades. 


SD 
Specielle Sätze, die sich mittelst unserer Schaarschaar 
ergeben. | 


Den folgenden Untersuchungen sei zunächst eine 
Bemerkung vorausgeschickt: Zwei Flächen zweiter 
Olasse, die sich längs eines Kegelschnittes C'? be- 
rühren, nennen wir einander um- oder eingeschrieben. 
Ihre gemeinsamen Berührungsebenen in den Puncten 
der Curve Ü'? schneiden sich in einem Puncte, den wir 
den „Berührungspol“ der Ourvenebene heissen wollen. 
‚Beduciert sich eine der beiden einander umschriebenen 
Flächen auf eine Curve, so fällt diese mit der Berühr- 
ungscurve zusammen; sämtliche Flächen, welche durch 
die Curve gehen, können aufgefasst werden als ein 
System von Flächen, die einer singulären Fläche zweiter 
Ulasse umschrieben sind. 


In jeder beliebigen ®?Schaar, welche in unserer 
Schaarschaar enthalten ist, befindet sich eine Kugel mit 
dem Centrum (C; daraus folgt mit Hülfe eines Satzes 


in ($ 1): 
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„Die gemeinsamen Berührungsebenen, welche sich 
an zwei beliebige Flächen der Schaarschaar legen 
lassen, haben vom Puncte (€ gleichen Abstand.“ 


Zwei beliebige singuläre Flächen der Schaarschaar be- 
stimmen auch eine ®?Schaar, welche eine Kugel ent- 
hält. Wir können daher sagen: | 

„Legt man an zwei beliebige Focalcurven ver- 
schiedener Flächen der Schaarschaar die gemeinsamen 
Berührungsebenen, so tangieren diese eine Kugel.“ 

Da der Punct U bei der Bestimmung unserer Schaar- 
schaar beliebig im Raume angenommen werden kann, 
so ergiebt sich folgender Satz: 

„Die Ebenen, welche eine Focalcurve einer Fläche 
®? und zugleich einen beliebigen Kegelschnitt dieser 
Fläche tangieren, berühren eine Kugel.“ (DARBOUX.) 

Das Centrum (€ dieser Kugel ist der Pol der Ebene 
dieses Kegelschnittes bezüglich der Fläche ®?. Umge- 
kehrt gilt dann auch : Wenn zwei Kegelschnitte im Raume 
so liegen, dass ihre gemeinsamen Tangentialebenen von 
einem Puncte U gleichen Abstand haben, so giebt es 
eine Fläche zweiter Olasse ®?, welche durch eine belie- 
bige der beiden Ourven geht und die andere zur Focal- 
curve hat. Oder: 

„Von zwei beliebigen Kegelschnitten im Raume 
ist entweder keiner oder jeder Focalcurve einer Fläche 
zweiter Olasse, welche durch den andern geht.“ (DAR- 
BOUX.) 

Der letztere Fall tritt nur dann ein, wenn die ge- 
meinsamen Tangentialebenen der beiden Kegelschnitte 
eine Kugel berühren. 

Sei nın (U? eine singuläre Fläche unserer Schaar- 
schaar, dann ist ja durch den Kegelschnitt C? und 
durch den Punct CU eine specielle ®® Schaar bestimmt, 
deren Flächen einander und einem Kegel mit dem Cen- 
trum Ü längs dieser U ? eingeschrieben sind. Nach einem 
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Satze in $ 1 hat jede in der Schaarschaar enthaltene 
Flächenschaar mit dieser speciellen ®?Schaar eine 
Fläche gemeinsam. Mit einander haben die speciellen 
®?Schaaren die Punctkugel © gemeinsam. Die Gerade, 
welche die Pole einer Ebene « bezüglich einer solchen 
speciellen ®°Schaar enthält, liegt in der conjugierten 
Ebene «@ und geht durch €. 


Wir können überhaupt die oo?Flächen unserer 
Schaarschaar nach einfach unendlich vielen solchen 
besonderen Schaaren ordnen; insbesondere schickt auch 
jede der oo!Schaaren confocaler Flächen durch den 
Kegelschnitt C? eine ihrer Flächen, oder auch: 


„Die Flächen der ©0'!Schaaren confocaler Flächen 
unserer Schaarschaar sind einander schaarenweise 
längs je eines Kegelschnittes CU? umschrieben“. 


Mittelst unserer Schaarschaar folgt dann der Satz: 


„seht von zwei beliebigen Schaaren confocaler 
Flächen zweiter Ulasse eine Fläche der ersten Schaar 
durch eine Focaleurve der zweiten, so geht auch 
umgekehrt je eine Fläche der zweiten Schaar durch 
die Focaleurven der ersten, und jeder Fläche der 
einen Schaar ist eine Fläche der anderen Schaar ein- 
geschrieben.“ 


Denn wenn eine Fläche der einen Schaar einer sin- 
gulären Fläche der anderen umschrieben ist, so liegen 
die beiden Schaaren in einer ®?Schaarschaar von der 
uns vorliegenden Art. 


Sind ®,? und ®,? irgend zwei einander umschriebene 
Flächen zweiter Classe, so bestimmen diese mit ihren 
confocalen Flächen unsere Schaarschaar; die concen- 
trischen Kugeln der Schaarschaar haben den Berührungs- 
pol © von ®,? und ®,? zum Mittelpunct. 

Legen wir dann von CU aus Tangentialebenen an die 
zu ®,? confocalen Flächen, so muss nach obigem Satze 
durch jede der Berührungscurven dieser Kegel eine 


zu ®,? confocale Fläche zweiter Classe gehen, welche 
der zu ®,? confocalen Fläche eingeschrieben ist. Oder: 


„Wenn von zwei beliebigen Schaaren confocaler 
Flächen irgend zwei Flächen einander umschrieben 
sind, so sind die Flächen der beiden Schaaren paar- 
weise einander umschrieben.“ (DARBOUX.) 


Die Tangentialebenen der Flächen in den Puncten 
der Berührungscurven schneiden sich in einem Puncte C, 
es fallen also die Berührungspole in € zusammen. Die 
gemeinsamen Tangentialebenen von irgend zwei dieser 
Flächen aber haben vom Puncte € gleichen Abstand. 
Eine ®? Schaar, die zwei beliebige Flächen der Schaar- 
schaar verbindet, enthält bekanntlich i. A. vier Kegel- 
schnitte. Durch jeden dieser vier Kegelschnitte geht eine 
Fläche zweiter Classe, die zu einer beliebigen dritten 
Fläche der Schaarschaar confocal ist; daran sich an- 
schliessend folgt mit Hülfe unserer Schaarschaar der Satz: 
„Wenn in einer beliebigen ®’Schaar eine ihrer 
vier singulären Flächen Focalcurve einer Fläche ist, 
die einer Fläche der Schaar eingeschrieben ist, so 
enthält die Schaar eine Kugel.“ 
Von confocalen Flächen zweiter Classe ®2 und W? 
gelten folgende Sätze: 
„Die gemeinsamen Taangentialebenen der Fläche ® ? 
und eines beliebigen Kegelschnittes U? der Fläche W 2 
haben von einem festen Puncte (© gleichen Abstand.“ 
Dieser Punct © ist der Pol der Kegelschnittebene 
bezüglich der Fläche W?. Durch die Flächen ®2, W? und 
den Punct C ist nämlich unsere Schaarschaar bestimmt, 
„Ein beliebiger Kegelschnitt U? von W? ist Focal- 
curve einer der Fläche ® ?umschriebenen Fläche zweiter 
Ulasse W,?. Die gemeinsamen Berührungsebenen von 
Y? und W,? tangieren eine Kugel.“ (Of. DARBOUX.) 
Denn, sind die confocalen Flächen ®? und W? ge- 
geben, so bestimmt der beliebige Kegelschnitt U? auf 


2 den Mittelpunct © der concentrischen Kugeln und 
somit die Schaarschaar. Der Kegelschnitt ©? ist dann 
(nach Seite 23) Focalcurve einer zu dieser Schaarschaar 
gehörigen Fläche, welche der Fläche ®? eingeschrieben ist. 

Sei nun ®? eine beliebige Fläche zweiter Classe, 

welcher zwei Flächen W? und W,? eingeschrieben sind; 
die Berührungspole seien die Puncte Ü bezüglich U ,. Dann 
tangieren sich diese Flächen W? und W,° ın den beiden 
Schnittpuneten der Berührungscurven. Irgend eine zu W? 
confocale Fläche W’? ist nun (nach unserem Satze Seite 24) 
einer zu ®? confocalen Fläche ®” eingeschrieben, ebenso 
existiert aber auch eine Fläche, welche ®’? einge- 
schrieben und confocal ist zu der Fläche W,?; mit an- 
deren Worten: 

- „Wenn zwei Flächen zweiter QClasse W? und W,? 
einer dritten eingeschrieben sind, so berührt jede mit 
W2 confocale Fläche eine mit W,? confocale Fläche 
doppelt. Die gemeinsamen Tangentialebenen in den 
(beiden) Berührungspuncten schneiden sich in der 
Geraden C’C,, der Verbindungslinie der zwei erwähnten 
Berührungspole (vergl. Seite 24). CC, ist bezüglich 
dieser Flächen die Polare der Verbindungslinie der 
Berührungspunete.“ (Cf. DARBOUX.) 

Reduciert sich eine der zu W? confocalen Flächen auf 
eine Focalcurve von W?, so lautet der Satz auch: 

„Wenn zwei Flächen W?2 und W,? zweiter Olasse 
einer dritten eingeschrieben sind, so berührt jede 
Focaleurve der Fläche W? eine zu W, ? confocale Fläche 
in zwei Puncten.“ (DARBOUX.) 

Nehmen wir statt der Fläche W,? einen Kegelschnitt, 
so können wir dem vorigen Satze auch folgende Fassung 
geben: 

„Berührt ein Kegelschnitt eine Fläche zweiter Ulasse 
in zwei Puncten, ‚so berührt jede Fläche, welche die 
U? zur Focalcurve hat, eine zu W? confocale Fläche 
doppelt.“ 
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Dieser Satz behält seine Gültigkeit, wenn die Ourve 
C? in zwei Puncte zerfällt, so dass sich folgender Satz 
ergiebt:: 

„BDeien ®? und W? irgend zwei confocale Flächen, 
dann sind zwei beliebige Puncte F und F, von W2 
die Brennpuncte einer Rotationsfläche zweiter Olasse, 
welche die Fläche ®: in zwei Puncten @ und @, 
berührt.“ (DARBOUX.) 


Beiläufig bemerken wir: 


„Es wird dann auch W? in F und F, von einer 
Rotationsfläche zweiter Classe berührt, welche die 
Puncte @ und @, zu Brennpuncten hat.“ 


Jede andere Rotationsfläche mit denselben Brennpuncten 
F und F, berührt dann eine zu ®? confocale Fläche 
in zwei Puncten @’ und @,". 


Umgekehrt können wir nun schliessen : 


„Berührt eine Rotationsfläche zweiter UOlasse eine 
andere Fläche zweiter Classe ®? doppelt, so liegen 
ihre Brennpuncte F und F, auf einer zu ®? confocalen 
Fläche ®’2.“ (DARBOUX.) 


Die Tangentialebenen von ®’? ın diesen Brennpuncten 
F und F, und von ®? ın den gemeinsamen Berührungs- 
puncten schneiden sich in einer festen Geraden g 
(Seite 25). Legen wir von der Geraden g Tangential- 
ebenen an die zu der Fläche ®? confocalen Flächen, so 
gelangen wir zu solchen Puncten dieser Flächen, an 
welchen ein vom Puncte F ausgehender Lichtstrahl 
reflectiert werden muss, um nach dem Puncte F, zurück- 
geworfen zu werden. Diese Puncte liegen aber i. A. mit 
F und F\, auf einer cubischen Raumcurve. (REYE, a. a. 0. 
Il, Seite 155.) 


8 10. 
Specielle Lage des Punctes GC. 


Der Punct C’ liege nun in der Ebene y einer singu- 
lären Fläche der Schaarschaar, oder vielmehr in der 
Ebene y einer Focalcurve von einer ihrer confocalen 
Schaaren. Dann besitzt der Punct € bezüglich der Focal- 
curve eine Polare, deren sämtliche Ebenen wir als die 
Polarebene des Punctes C hinsichtlich der singulären 
Fläche auffassen können. 


Der cubische Büschel der Polarebenen von € (vergl. 
$ 6) muss deshalb zerfallen in zwei Ebenenbüschel erster 
und zweiter Ordnung. Der Büschel zweiter Ordnung 
enthält die Ebenen der übrigen singulären Flächen der 
Schaarschaar und umhüllt einen zu der Ebene y nor- 
malen Cylinder, weil die Ebene y bezüglich der obigen 
confocalen Flächenschaar einen Pol hat, welcher un- 
endlich fern liegt in der Richtung der Normalen zu y. 


Die Kegel, welche den Flächen der Schaarschaar 
aus dem Puncte © umschrieben werden können, sind 
confocal (Seite 12); einer von ihnen reduciert sich auf 
die beiden Tangenten von U an die in y enthaltene 
Focalcurve. Diese Tangenten sind die Focalaxen der 
confocalen Kegel. Für die Focalcurve nun in y, die ja 
auch eine Fläche der Schaarschaar darstellt, reduciert 
sich die Berührungscurve des von U ausgehenden Ke- 
gels auf zwei Puncte / und 7',, die Berührungspuncte 
ihrer beiden durch € gehenden Tangenten. Wenn also 
der Punct € in einer Symmetrieebene liegt, so zerfällt 
eine der singulären Flächen der Schaarschaar in zwei 
Puncte / und #\,. Die früher aufgestellten Sätze be- 
halten aber auch für den vorliegenden Fall ihre Gül- 
tigkeit. Es giebt demnach in dieser so bestimmten 
Schaarschaar eine ®! Schaar, welche diese ausgeartete 
singuläre Fläche zur Focalceurve hat; d. h. die Schaar- 
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schaar enthält eine Schaar von Rotationsflächen zweiter 
Ulasse, deren Brennpuncte Z' und £\, sind. 

Beschreiben wir von (' aus an die Rotationsflächen 
mit den Brennpuncten und #, Kegel zweiter Ordnung, 
so sind CF und CF, die Focalaxen dieser Kegelschaar. 

Die Berührungscurven der Kegel sind nun wie früher 
die singulären Flächen der Schaarschaar oder die Focal- 
curven der übrigen confocalen Flächenschaaren der 
Schaarschaar. Längs jeder der Ourven berühren sich 
also unendlich viele Flächen der Schaarschaar. Für be- 
liebige zwei der Berührungscurven gilt der Satz: Jede 
ist Focalcurve einer Fläche zweiter Ulasse, welche durch 
die andere geht (Seite 22). Da nun in vorliegendem 
Specialfalle einer der Berührungskegelschnitte auf die 
zwei Puncte /' und 7, sich reduciert, und ausserdem 
der Punct © — bei der Bestimmung der Schaarschaar 
— beliebig in der Ebene y der Focaleurve angenommen 
werden kann, so ergiebt sich der Satz: | 

„Einer Fläche zweiter Olasse ®? können ©0? Ro- 
tationsflächen zweiter Olasse eingeschrieben werden. 

Zwei beliebige Puncte F und 7, einer Focalcurve 

von ®? sind allemal die Brennpuncte einer Rotations- 

fläche zweiter Olasse W?, welche ®? längs eines Kegel- 
schnittes berührt. Der Berührungspol €’ von ®? und 
W 2 ist der Pol der Geraden #F', bezüglich der Focal- 
curve.“ (CHASLES, Vomptes rendus, Bd. XVI, S. 1109.) 


Durch jede andere Focalcurve von ®? oder einer be- 
liebigen Fläche der Schaarschaar geht eine Rotations- 
fläche zweiter Ulasse, welche die Puncte # und #, zu 
Brennpuncten hat. 

Sei ®,? eine Rotationsfläche zweiter Classe, dann gilt 
der Seite 22 aufgestellte Satz: Die Ebenen, welche eine 
Focalcurve und zugleich einen beliebigen Kegelschnitt 
der Fläche ®,? .tangieren, berühren eine Kugel. Da nun 
für ®,? eine Focalcurve in die beiden Brennpuncte zer- 
fällt, ergiebt sich ; 
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„Ein beliebiger Kegelschnitt einer Rotationsfläche 
zweiter Olasse wird aus den Brennpuncten der Fläche 
durch zwei Rotationskegel projiciert, die einer Kugel 
umschrieben sind. Der Mittelpunct U der Kugel ist 
der Pol der Kegelschnittebene; durch ihn gehen die 
Rotationsaxen der beiden Kegel.“ (CHASLES, (omptes 
rendus, Bd. XVI, Seite 1109.) 


Nehmen wir nun an, die- Fläche zweiter Olasse ®? 
sei eine spiegelnde Fläche. Dann können wir auf ®? 
den -Ort der Puncte bestimmen, an welchem die von 
einem Puncte 7 einer Focaleurve von ®? ausgehenden 
Lichtstrahlen so reflectiert werden, dass sie nach der 
Reflexion durch einen bestimmten zweiten Punct #\ der 
Focaleurve gehen. Zu diesem Zwecke construieren wir 
zu FF\ den Pol € bezüglich der Focaleurve und legen 
von Ü den Tangentialkegel an die Fläche ®?. Dann ist 
die Berührungscurve dieses Kegels der gesuchte Ort 
nach dem Satze Seite 28. Wir können also sagen: 


„Seien #' und F, zwei beliebige Puncte einer 
Focalcurve der Fläche zweiter Ulasse ®?, dann giebt 
es unendlich viele Lichtstrahlen, die von Z/' ausgehen 
und an der Fläche ®? nach dem Puncte 7, hin re- 
flectiert werden oder nach der Spiegelung solche Wege 
einnähmen, als kämen sie von #\. Die reflectierenden 
Puncte auf der Fläche ®? liegen auf einem Kegel- 
schnitt, dessen Ebene senkrecht steht auf der Ebene 
der Focalcurve; der Pol der Ebene bezüglich der 
Fläche ®? fällt zusammen mit dem Pole der Geraden 
FF\ bezüglich der Focalcurve.“ (PLÜCKER, relle 
Journal, Bd. XXXV, Seite 100.) 


Für die Focalcurven einer Fläche zweiter Ülasse er- 
giebt sich daraus der Satz von PLÜCKER (System der 
Geometrie des Raumes, Seite 334): 


„Alle Lichtstrahlen, die von einer der beiden reellen 
Focalceurven irgend einer gegebenen Fläche zweiter 
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Ulasse, eines Ellipsoids, eines 'elliptischen oder hyper- 
bolischen Hyperboloids, eines elliptischen oder hyper- 
bolischen Paraboloids ausgehend auf die Fläche fallen 
und von dieser gespiegelt werden, kehren wieder zu 
derselben Focalcurve zurück, oder nehmen nach der 
Spiegelung einen solchen Weg, als wenn sie von dieser 
Focalcurve ausgegangen wären.“ 


AN 
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